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Resumen: En los u´ltimos an˜os se han desarrollado diversos me´todos para controlar
sistemas meca´nicos subactuados. De hecho, dichos me´todos no lineales han
conseguido resolver problemas muy interesantes desde el punto de vista de control.
Sin embargo, para obtener una solucio´n con estos me´todos, normalmente es
necesario resolver un sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales,
lo cual no siempre es posible. En este art´ıculo, se presenta una metodolog´ıa
constructiva para disen˜ar un controlador para una clase de sistemas meca´nicos
inestables en bucle abierto y con grado de subactuacio´n uno. Para el disen˜o
se emplean principalmente las te´cnicas de linealizacio´n por realimentacio´n y
Lyapunov. La metodolog´ıa consiste en proponer una salida ﬁcticia que se pueda
redisen˜ar de forma constructiva para resolver el problema planteado, dando lugar
a una ley de control expl´ıcita, que permite tener en cuenta la friccio´n incluso en
las coordenadas no actuadas. Copyright c© 2007 CEA-IFAC
1. INTRODUCCIO´N
Este art´ıculo presenta unametodolog´ıa de control,
basada en la linealizacio´n por realimentacio´n, para
sistemas meca´nicos con grado de subactuacio´n
uno y que pueden estar sometidos a fuerzas de
friccio´n incluso en las coordenadas no actuadas.
La metodolog´ıa esta´ basada en el disen˜o de una
salida ﬁcticia a trave´s de la cual es posible al-
canzar la estabilizacio´n del sistema en el origen,
no so´lo asinto´ticamente sino exponencialmente.
Esta salida permite resolver el problema de forma
expl´ıcita, sin necesidad de resolver un sistema
de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales,
dando lugar a una ley de control compacta, basada
en una linealizacio´n por realimentacio´n parcial y
un controlador externo disen˜ado por Lyapunov.
Desde el punto de vista teo´rico el problema de
control se ha abordado con un enfoque cla´sico (Isi-
dori, 1996; Marino y Tomei, 1995). Sin embargo,
los resultados obtenidos guardan estrecha relacio´n
con otros me´todos de control desarrollados ma´s
recientemente, dando lugar a excelentes resulta-
dos tanto teo´ricos como experimentales. As´ı, por
ejemplo, cabe destacar que al elegir como salida
ﬁcticia funciones similares al momento conjugado
se obtienen resultados cuya estructura es similar
a los obtenidos en (Marsden y Ratiu, 1999; Blo-
ch et al, 2000), pero con la mejora de que con
el planteamiento presentado en este art´ıculo es
posible dominar la friccio´n incluso en las coorde-
nadas no actuadas. Para ello, teniendo en cuenta
que tomando el momento conjugado no se puede
estabilizar asinto´ticamente la dina´mica cero, se
redisen˜a la salida usando un enfoque constructivo.
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Esto permite forzar la convergencia exponencial y
asinto´tica de la dina´mica cero.
Lamotivacio´n para el desarrollo de este trabajo de
investigacio´n ha sido principalmente la bu´squeda
de un resultado teo´rico con alto potencial para
la implementacio´n pra´ctica, en la l´ınea de los
trabajos de (A˚kesson y A˚stro¨m, 2001). En ellos
se trata de controlar sistemas pilotados inestables
en bucle abierto, en los que la ley de control
estabiliza al sistema, de forma que el piloto so´lo
tiene que modiﬁcar las velocidades de referencia
de las variables actuadas.
En este art´ıculo se presentan como ejemplos de
aplicacio´n el control de aeronaves de despegue
vertical, denomidado VTOL (vertical take-oﬀ lan-
ding), el pe´ndulo con rueda de inercia y el pe´ndulo
sobre el carro. En el primer ejemplo el a´ngulo y
velocidad angular de alabeo (roll), as´ı como las
velocidades horizontal y vertical, son las variables
de salida del sistema, tal y como se emplean en
trabajos como los de (Bates y Postlethwaite, 2002;
Hyde, 1995; Pratt, 2000). En el segundo ejemplo,
se ha incluido como diferencia principal a los tra-
bajos de (Spong et al, 2001; Ortega et al, 2002;
Gomez-Estern et al, 2004) el hecho de incluir la
friccio´n expl´ıcitamente en el disen˜o del controla-
dor, permitiendo dominar el efecto desestabilizan-
te observado en los trabajos mencionados, y que
no permiten la estabilizacio´n asinto´tica de la ve-
locidad de la rueda. En el tercer ejemplo, tambie´n
se ha introducido, como novedad, la friccio´n en la
coordenada subactuada, demostra´ndose de nuevo,
que gracias al controlador propuesto se consigue
dominar dicho te´rmino.
En cuanto a trabajos previos, el primer trabajo
relacionado fue (Acosta y Lo´pez-Mart´ınez, 2005)
donde se planteo´ de forma intuitiva la idea de
linealizacio´n por realimentacio´n de forma cons-
tructiva, pero no se aporto´ ninguna demostracio´n
general de estabilidad asinto´tica, lo cual ha sido
demostrado en el presente art´ıculo. Otros trabajos
como (Acosta et al, 2005; Go´mez-Estern et al,
2004) han servido de motivacio´n para resolver
el caso en que existan fuerzas de friccio´n en las
coordenadas no actuadas, pero con un enfoque
totalmente distinto, en el que ni siquiera hay que
resolver un sistema de ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales.
El art´ıculo esta´ estructurado de la siguiente mane-
ra: el segundo apartado describe la clase de siste-
mas subactuados a la que es aplicable la metodo-
log´ıa propuesta. En el tercer apartado se presenta
el disen˜o del controlador y en el cuarto el resulta-
do principal de estabilidad asinto´tica alcanzado.
En el quinto apartado se aplica la metodolog´ıa
a los tres ejemplos mencionados, y se presentan
resultados de simulacio´n. En el apartado de con-
clusiones se resumen las principales aportaciones
del trabajo presentado, as´ı como las futuras l´ıneas
de investigacio´n y aplicacio´n.
2. CLASE DE SISTEMAS MECA´NICOS
SUBACTUADOS
Para deﬁnir la clase de sistemas a la que es apli-
cable la metodolog´ıa propuesta se partira´ de la
formulacio´n Lagrangiana para la obtencio´n de las
ecuaciones de movimiento, y posteriormente se
presentara´n las hipo´tesis que deben cumplir los
sistemas meca´nicos para pertenecer a la clase. En
este art´ıculo se aborda el problema de contro-
lar sistemas meca´nicos subactuados, entendiendo
como tales, aquellos que poseen menos entradas
independientes de control que grados de libertad.
Denotando las coordenadas y velocidades genera-
lizadas por (q, q˙) ∈ Rn × Rn respectivamente, las
ecuaciones de Lagrange vienen dadas por
M(q)q¨+C(q, q˙)q˙+∇U(q)+D(q˙) = [O Im] τ (1)
donde M ∈ Rn×n es la matriz de inercia del
sistema caracterizada por ser sime´trica y deﬁnida
positiva, U ∈ R es la funcio´n de energ´ıa potencial,
C ∈ Rn×n incluye las fuerzas centr´ıfugos y de
Coriolis, D ∈ Rn×n representa las fuerzas de
friccio´n y arrastre, y τ ∈ Rm el nu´mero de
entradas de control independientes.
A continuacio´n se deﬁnira´ la clase de sistemas
meca´nicos para la que se ha resuelto el proble-
ma de control, obtenie´ndose una ley de control
expl´ıcita. La clase se reﬁere a un conjunto de
sistemas con grado de subactuacio´n uno, es decir,
m = n − 1, m ≥ 1. Por esta razo´n, se hara´ una
particio´n del conjunto de coordenadas generaliza-
das q = (z,X) ∈ R × Rn−1, donde el grado de
libertad subactuado se representa por la coorde-
nada z, y los de las actuadas por el conjunto de
coordenadas X. Con esta particio´n, las ecuaciones
de movimiento pueden reescribirse como[
m11 m

12
m12 M22
]
q¨ +
[
F1(q, q˙)
F2(q, q˙)
]
=
[
0
In−1
]
τ, (2)
donde ahora m11 ∈ R, m12 ∈ Rn−1, M22 ∈
R
(n−1)×(n−1) y se han introducido las funciones
escalar y vectorial F1(q, q˙) ∈ R y F2(q, q˙) ∈ Rn−1,
respectivamente.
En primer lugar se linealizara´n parcialmente las
ecuaciones demovimiento (1), como se describe en
(Spong, 1996) donde se denomino´ collocated par-
tial feedback linearization (ve´ase tambie´n Grizzle
et al, 2005). De hecho, tras realizar los pasos des-
critos en (Spong, 1996) es fa´cil ver que el sistema
parcialmente linealizado resultante toma la forma
af´ın en control
q¨ =
⎡
⎣− 1m11(q)F1(q, q˙)
O
⎤
⎦+
⎡
⎣−m

12(q)
m11(q)
In−1
⎤
⎦u, (3)
M. López-Martínez, J. Á. Acosta 71
donde la funcio´n escalar F1(q, q˙) se deﬁnio´ como
F1(q, q˙)  e1 [C(q, q˙)q˙ +∇U(q) + D(q˙)], (4)
donde ei se reﬁere al i–e´simo vector de la base Eu-
cl´ıdea n–dimensional. Finalmente, el bucle interno
resultante viene dado por
τ =
[
−m12
m11
... Im
] [
F1(q, q˙)
F2(q, q˙)
]
+
[
M22 − m12m

12
m11
]
u.
(5)
Observacion 1. En primer lugar, la funcio´n es-
calar m11 ha de ser uniformemente positiva para
que pueda invertirse, lo cual se veriﬁca siempre en
sistemas meca´nicos reales. En segundo lugar, los
elementos del vector m12 son no nulos al menos en
un entorno del origen. De esta forma, es fa´cil ver
que si el rango(m12) < 1, entonces el sistema es no
controlable. En (Spong, 1996) a los sistemas que
veriﬁcan estas dos propiedades, se los deﬁne co-
mo sistemas fuertemente acoplados inercialmente
(strongly inertially coupled) cumplie´ndose que el
rango(m12) = 1.
Una vez expresadas las ecuaciones de movimiento
en la forma antes descrita, se presenta la hipo´tesis
general que deﬁne la clase de sistemas meca´nicos
subactuados considerada en el presente art´ıculo.
Hipotesis 1. Los elementos de la matriz de iner-
cia m11 y m12 no son funcio´n de las coordenadas
actuadas; la matriz M22 cumple que o bien es
constante, o bien es funcio´n de las coordenadas
actuadas; la funcio´n de energ´ıa potencial puede
expresarse de la siguiente forma
U(q)  V (z) + Φ(X);
y las fuerzas de friccio´n y arrastre aplicados
al sistema pueden descomponerse como D(q˙) 
[D1 D2], donde las fuerzas de friccio´n aplicadas
en las coordenadas no actuadas, denotado por D1,
satisfacen una de las siguientes dos condiciones
a) D1 = 0, no hay pares de friccio´n aplicados
sobre la coordenada no actuada.
b) Existe una constante positiva d1 tal que
‖D1‖ ≤ d1‖z˙‖, ∀ z˙ ∈ Ω ⊆ R.
Obse´rvese que la Hipo´tesis 1 divide la clase de
sistemas dependiendo del caso de estudio. En
adelante se hara´ referencia a esta Hipo´tesis como
1a o´ 1b.
Observacion 2. Puede compararse la clase de
sistemas dada por la Hipo´tesis 1, con los sistemas
con coordenadas c´ıclicas. De esta forma, si la sub-
matriz de inercia M22 no depende de las coordena-
das actuadas X, y la funcio´n escalar Φ(X) es nula,
entonces las coordenadas X son las coordenadas
c´ıclicas.
La Hipo´tesis 1 esencialmente impone que los ele-
mentos no actuados de M son funcio´n de la coor-
denada no actuada. Esta hipo´tesis se veriﬁca en
muchos ejemplos conocidos como, por ejemplo, la
aeronave de despegue vertical VTOL, el pe´ndulo
con disco de inercia y el pe´ndulo sobre el carro.
3. DISEN˜O DEL CONTROLADOR
En este apartado se presenta la metodolog´ıa cons-
tructiva para la obtencio´n del controlador. La me-
todolog´ıa es una generalizacio´n del trabajo presen-
tado en (Acosta y Lo´pez-Mart´ınez, 2005) para una
clase de sistemas para la cual se ha demostrado
estabilidad asinto´tica. El controlador se obtiene en
varios pasos: En primer lugar se propone la salida
ﬁcticia a construir y se desarrolla un controlador a
partir de la misma. En segundo lugar, se redisen˜a
la salida para garantizar que la dina´mica cero
del sistema sea asinto´ticamente estable y local-
mente exponencialmente estable. Finalmente, se
an˜ade al controlador un te´rmino, disen˜ado por
Lyapunov, para estabilizar la dina´mica externa.
Una de las contribuciones ma´s importantes de
este trabajo es que la salida redisen˜ada permite
emplear, como funcio´n de Lyapunov, una funcio´n
compuesta obtenida con la funcio´n de energ´ıa de
la dina´mica cero ma´s una funcio´n cuadra´tica de
la salida ﬁcticia.
3.1 Disen˜o constructivo de la salida
Sea ξ(z) ∈ Rn−1 una funcio´n vectorial suave a
deﬁnir, es decir, continua y, al menos, derivable,
C2. As´ı, dadas las ecuaciones de movimiento para
un sistema meca´nico subactuado (3) que veriﬁca
la Hipo´tesis 1, la salida a construir se deﬁne como
η0(z, q˙)  [ξ(z) In−1] q˙, η0(·) ∈ Rn−1. (6)
Obse´rvese que la salida es una composicio´n no
lineal de las velocidades generalizadas. Sera´ di-
sen˜ada para que ξ tenga rango completo, al me-
nos en un entorno del origen z = 0. Este punto
sera´ desarrollado ma´s adelante. A continuacio´n,
para obtener la dina´mica cero asociada a esta sali-
da, se calculara´n derivadas consecutivas hasta que
la entrada de control aparezca de forma expl´ıcita.
Siguiendo el procedimiento habitual se obtiene
η˙0 = ξ˙(z)z˙ + [ξ(z) In−1] q¨
=
dξ
dz
z˙2 − F1ξ
m11
−
(
ξ
m12
m11
− In−1
)
︸ ︷︷ ︸
(z)
u = ν (7)
donde se han usado las ecuaciones de movimiento
(3) en la u´ltima igualdad, se ha deﬁnido la matriz
Δ(z) ∈ R(n−1)×(n−1), y ν representa el controla-
dor externo que sera´ deﬁnido ma´s adelante y que
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estabiliza de forma asinto´tica la dina´mica exter-
na. Obse´rvese que el grado relativo de la salida
es uno, y que se obtiene una dina´mica cero de
segundo orden. As´ı, para una fa´cil identiﬁcacio´n,
se denotara´ a lo largo de todo el art´ıculo, como
Z = (z, z˙) ∈ R2 para representar el espacio de
estados de esta dina´mica cero. La ley de control
que linealiza el sistema se obtiene despejando la
entrada de control u, resultando
u = Δ−1
(
dξ
dz
z˙2 − F1(q, q˙)
m11
ξ − ν
)
, (8)
donde la matriz Δ(z) es no singular en el conjunto
F ≡ {z ∈ R : det(Δ) = 0}, siendo su determinan-
te, det(Δ) = m12/m11ξ− 1. Para obtener el valor
particular de la sen˜al de control para la dina´mica
cero, se hacen cero la salida η y sus derivadas,
obtenie´ndose que ν = 0. De esta forma la sen˜al de
control particular para la dina´mica cero es,
u0  u|ν=0 = Δ−1
(
dξ
dz
z˙2 − F1(q, q˙)
m11
ξ
)
.
Obse´rvese que ξ es la funcio´n vectorial a disen˜ar
y que modiﬁca el conjunto F y que por construc-
cio´n, el determinante det(Δ) = 0 al menos en
un entorno del origen z = 0. Esto puede verse
fa´cilmente desarrollando en serie de Taylor. El
conjunto F normalmente se denomina regio´n de
factibilidad (feasibility region) (Li y Krstic, 1997).
La cuenca de atraccio´n puede estimarse por la
interseccio´n de la regio´n de factibilidad y el mayor
subconjunto compacto de la funcio´n de Lyapunov,
incluyendo el equilibrio deseado. En el pro´ximo
apartado la funcio´n vectorial ξ(z) sera´ disen˜ada
para que estabilice la dina´mica cero asociada a la
salida ﬁcticia propuesta (6).
3.2 Disen˜o de la funcio´n vectorial ξ(z)
En este apartado se disen˜ara´ la funcio´n vectorial
ξ(z) de la salida. Para ello, se propone emplear
una funcio´n escalar denotada por E0(Z) ∈ R
y que representa una funcio´n de energ´ıa para
la dina´mica cero asociada a la salida (6). Esta
funcio´n se deﬁne como
E0(Z) = 12Δˆ(z)z˙
2 + V0 − V (z), (9)
donde V0 es una constante que representa la
energ´ıa potencial de referencia y donde la funcio´n
escalar Δˆ(z) ∈ R, se deﬁne como Δˆ  m11det(Δ).
Esta funcio´n de energ´ıa sera´ empleada ma´s ade-
lante como candidata a funcio´n de Lyapunov para
la dina´mica cero, y a partir de ah´ı se podra´ cons-
truir la funcio´n vectorial ξ(z). Para ello, se cal-
culara´ la derivada de la funcio´n de energ´ıa (9)
a lo largo de las trayectorias del sistema, y e´sta
dara´ la clave para elegir ξ(z). En este punto, se
puede enunciar el primer resultado general en el
siguiente lema:
Lema 1. (Condicio´n Geome´trica). Conside´rese el
sistema dina´mico dado por las ecuaciones (3) bajo
la Hipo´tesis 1a, y el controlador dado por la ecua-
cio´n (8). Entonces, la funcio´n (9) es una constante
de movimiento a lo largo de las trayectorias del
sistema, es decir, E˙0(t) = 0,∀t ≥ 0, si la funcio´n
vectorial, ξ(z), se deﬁne como
ξ(z)  K1 m12(z), (10)
siendo K1 = K1 , K1 ∈ R(n−1)×(n−1), una matriz
constante sime´trica de rango completo. Adema´s,
sea el conjunto Ω  {z ∈ R| Δˆ(z) > 0}, y el´ıjase
K1 > 0 y V0 > 0, entonces la funcio´n (9) es
deﬁnida positiva en Ω, y puede interpretarse como
una funcio´n de energ´ıa para la dina´mica cero en
ese conjunto.
Demostracion. Para demostrar el lema es nece-
sario calcular la derivada respecto al tiempo de la
funcio´n de energ´ıa (9), pero para ello se han de
obtener las ecuaciones de la dina´mica cero. As´ı, la
dina´mica cero se obtiene haciendo η0 = η˙0 = 0,
lo cual implica ν = 0. Sustituyendo la entrada
de control (8) en la primera ecuacio´n de (3), y
simpliﬁcando la expresio´n se obtiene
z¨ =− 1
m11
(F1(q, q˙) + m12u0)
=−F1(q, q˙)
m11
− m

12
m11
Δ−1
(
dξ
dz
z˙2 − F1(q, q˙)
m11
ξ
)
=−F1(q, q˙)
m11
(
1− m

12
m11
Δ−1ξ
)
− m

12
m11
Δ−1
dξ
dz
z˙2
=
1
Δˆ
(
F1(q, q˙)−m12
dξ
dz
z˙2
)
, (11)
donde se ha usado la igualdad Δˆm12 = m11m

12Δ,
en la u´ltima l´ınea. Entonces, la derivada de la
energ´ıa puede expresarse como
E˙0 =
(
1
2
dΔˆ
dz
z˙2 + Δˆz¨ − dV
dz
)
z˙
=
(
1
2
dΔˆ
dz
z˙2 + F1(q, q˙)−m12
dξ
dz
z˙2 − dV
dz
)
z˙
=
(
1
2
dΔˆ
dz
z˙2 + e1 Cq˙ −m12
dξ
dz
z˙2
)
z˙
=
(
1
2
(
dm12
dz
ξ −m12
dξ
dz
− dm11
dz
)
z˙2 + e1 Cq˙
)
z˙
=
1
2
((
dm12
dz
ξ −m12
dξ
dz
)
z˙2 − X˙ ∂M22
∂z
X˙
)
z˙
= −1
2
[m12, ξ] z˙3 (12)
donde se ha empleado (11) en la segunda l´ınea;
se ha expandido la funcio´n F1(q, q˙) usando (4) en
la tercera l´ınea; se ha calculado ddz en la cuarta
l´ınea; se ha expandido el te´rmino e1 Cq˙ en la
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quinta l´ınea y en la u´ltima l´ınea, por un lado los
te´rminos generados por e1 Cq˙ que dependen de
z˙ se reagrupan y los restantes son cero, ya que
debido a la Hipo´tesis 1 M22 no es funcio´n de z;
y por otro lado se ha compactado la expresio´n
haciendo uso de la deﬁnicio´n de corchete de Lie
(Lie bracket). Seguidamente, empleando (10) el
corchete de Lie en la u´ltima l´ınea es igual a
cero, debido a que ambos vectores son paralelos,
y por tanto, E0 es una constante de movimiento
para la dina´mica cero. Para demostrar la u´ltima
aﬁrmacio´n del lema, emplearemos la Observacio´n
1 junto con (10), teniendo en cuenta que la matriz
K1 es sime´trica y de rango completo. Entonces,
por construccio´n, para cualquier K1 > 0 existe al
menos un entorno N del origen z = 0 tal que
Δˆ(z) > 0, ∀z ∈ N , por continuidad. De este
modo, se puede elegir la constante V0 positiva
tal que E0 > 0, ∀z ∈ N . Para hacer extensible
el argumento a todo el conjunto Ω, simplemente
hay que tener en cuenta que como (10) hace que
el conjunto Ω dependa de una forma cuadra´tica
asociada a la matriz deﬁnida positiva K1, se
puede aumentar el valor de esta forma cuadra´tica
aumentando K1, ﬁnalizando la demostracio´n. 
Corolario 1. El sistema dina´mico dado por las
ecuaciones (3) bajo la Hipo´tesis 1a, y el contro-
lador deﬁnido por la ecuacio´n (8) es un sistema
de´bilmente de fase mı´nima (weakly minimum–
phase)(Byrnes et al, 1999).
Demostracion. La demostracio´n es sencilla si se
emplea el Lema 1, ya que la funcio´n de energ´ıa
E0 tiene un mı´nimo en el origen de la dina´mica
cero y, por tanto, puede usarse como funcio´n de
Lyapunov para la dina´mica cero. 
Observacion 3. Es importante resaltar que el
conjunto Ω deﬁnido en el Lema 1 coincide, por
construccio´n, con el conjunto de factibilidad F an-
teriormente comentado. Luego, se pueden extra-
polar los resultados locales en el conjunto Ω ⊂ R
a resultados globales Ω ≡ R analizando so´lo la
solucio´n dentro de este conjunto.
3.3 Redisen˜o de la salida
Una vez deﬁnida la funcio´n vectorial ξ(z), se pue-
de atacar el problema de control para hacer que
el origen de la dina´mica cero sea asinto´ticamente
estable y localmente exponencialmente estable.
Del paso anterior de disen˜o, es fa´cil ver que usan-
do la funcio´n (9) como candidata a funcio´n de
Lyapunov so´lo es posible demostrar que el origen
Z = {O} de la dina´mica cero es estable, en el
sentido de Lyapunov. Para conseguir estabilidad
asinto´tica es necesario modiﬁcar la salida ﬁcticia
propuesta (6). Como de la Proposicio´n 3, la fun-
cio´n (9) se considera una funcio´n de energ´ıa para
la dina´mica cero, entonces esta dina´mica cero se
puede interpretar como la dina´mica de un sistema
meca´nico ma´s simple. De ese modo, se podr´ıa
realimentar la correspondiente salida pasiva (van
der Schaft, 1999), con el propo´sito de hacer que la
derivada de la funcio´n de energ´ıa a lo largo de las
trayectorias sea semideﬁnida negativa. Para ello,
se divide la accio´n de control en dos te´rminos,
u0 + up, donde up es el te´rmino correspondiente
an˜adido a la ley de control (8). As´ı, se podr´ıa
obtener este nuevo te´rmino de control redisen˜ando
la salida propuesta (6). Se denotara´ por η a la
salida redisen˜ada. Entonces, como la funcio´n vec-
torial ξ(z) ha sido deﬁnida, la nueva salida ﬁcticia
se obtiene identiﬁcando la salida pasiva para la
funcio´n de energ´ıa (9), resultando
η(z, q˙)  η0 + K2
∫ z
0
m12(μ)dμ, η(·) ∈ Rn−1,
(13)
donde K2 ∈ R(n−1)×(n−1), es una matriz cons-
tante, diagonal y deﬁnida positiva. Derivando la
nueva salida se puede obtener la sen˜al de control
u = u0 + up, repitiendo los ca´lculos anteriores, y
se llega a
η˙(z, q˙) = η˙0 + K2 m12(z)z˙, (14)
y por lo tanto, el controlador redisen˜ado emplean-
do (8) resulta
u = u0 + up = u0 +Δ−1 K2 m12 z˙
=Δ−1
(
K1
(
dm12
dz
z˙2 − m12
m11
F1
)
+ K2m12z˙ − ν
)
(15)
4. RESULTADO PRINCIPAL
Antes de presentar el resultado principal referente
a la estabilidad asinto´tica de la clase, hay que
aclarar dos cuestiones referentes a la misma. La
primera se reﬁere a la Hipo´tesis 1a y la segunda a
la energ´ıa potencial de los sistemas.
La Hipo´tesis 1a juega un papel crucial en el pro-
blema de estabilizacio´n, por lo que sera´ trata-
da ahora con mayor detalle. Se denominara´ a
la clase de sistemas que veriﬁca la Hipo´tesis 1a
como la clase constructiva, en virtud del Lema
1. Dicho Lema, junto con la salida redisen˜ada
(13) dara´ lugar a los dos siguientes resultados:
la funcio´n de energ´ıa (9) es candidata a funcio´n
de Lyapunov para la dina´mica cero asociada a la
salida redisen˜ada (13); y, el origen de la dina´mi-
ca cero sera´ asinto´ticamente estable. A pesar de
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estos resultados prometedores referentes a la cla-
se constructiva, el requerimiento de ausencia de
friccio´n en las coordenadas no actuadas, dado
por la Hipo´tesis 1a, es demasiado restrictivo. De
hecho, es bien sabido que una vez que el origen
de la dina´mica cero, correspondiente a la salida
deﬁnida, es asinto´ticamente estable, entonces es
posible estabilizar local y asinto´ticamente el siste-
ma completo en el origen empleando un controla-
dor externo lineal (Isidori, 1996). Por otro lado,
como se mostrara´ ma´s adelante, el controlador
propuesto hace que el origen de la dina´mica cero
sea no so´lo asinto´ticamente estable, sino tambie´n
exponencialmente estable. De esta forma, se pre-
sentara´n los resultados de estabilizacio´n en dos
subapartados: el primero de ellos empleando la
clase constructiva; y el segundo, extendiendo la
clase a sistemas con friccio´n en las coordenadas
no actuadas. En la u´ltima seccio´n dedicada a los
ejemplos de aplicacio´n, se resolvera´ el problema de
control para sistemas con friccio´n en las coorde-
nadas no actuadas, tanto para la aeronave VTOL,
como para el pe´ndulo con disco de inercia y el
pe´ndulo sobre el carro.
Por otro lado, la energ´ıa potencial del sistema en
bucle abierto, tambie´n juega un papel crucial en
el problema de estabilizacio´n. En este trabajo se
considera que la clase de sistemas es tal que el
punto Z = {O} corresponde a un equilibrio que en
bucle abierto es inestable, y por tanto la funcio´n
de energ´ıa potencial del sistema sin controlar V (z)
tendra´ un ma´ximo. As´ı, sera´ necesario modiﬁcar
las fuerzas inducidas por las coordenadas no ac-
tuadas por medio de un te´rmino de acoplamiento
que ha sido denominado Δˆ. Como se pretende ob-
tener una solucio´n expl´ıcita de forma constructiva
al problema de estabilizacio´n asinto´tica para la
clase de sistemas meca´nicos subactuados inesta-
bles, se introducira´ la siguiente hipo´tesis adicional:
Hipotesis 2. d
2V
dz2 (0) < 0 y
dV
dz = 0, ∀z ∈ Ω\{0},
que establece que el equilibrio sea aislado en Ω.
Por otro lado, el enfoque dado en (Isidori, 1996),
que establece que dada una salida cuya dina´mica
cero asociada tiene un equilibrio asinto´ticamente
estable, el sistema no lineal completo puede ser
localmente estabilizado mediante realimentacio´n
lineal de la salida. Sin embargo, so´lo tiene validez
local, y no como el resultado que se presenta en
este art´ıculo, en el que se disen˜a un controlador
externo no lineal basado en una funcio´n de Lyapu-
nov, a partir de la cual se pueden estimar mayores
cuencas de atraccio´n. Adema´s, la ley de control
es expl´ıcitamente resuelta, siendo su expresio´n
bastante simple y compacta. Finalmente resaltar
que si el objetivo ﬁnal del controlador propuesto
fuese el de controlar la dina´mica interna de un
veh´ıculo pilotado al que se le pasan manualmente
los puntos de regulacio´n de las variables actuadas,
entonces el equilibrio deseado vendr´ıa dado por
(Z, η˜) = (O,O) donde η˜ = η − ηref y ηref es el
punto de operacio´n deseado.
4.1 Caso sin friccio´n D1 = 0.
En la siguiente proposicio´n se establecen las prin-
cipales condiciones para estabilizar el sistema en el
equilibrio deseado usando la salida (13). Adema´s,
se ha obtenido una expresio´n expl´ıcita compacta
de la ley de control para la clase de sistemas
propuesta.
Proposicion 1. Dado el sistema meca´nico su-
bactuado dado por las ecuaciones (3), bajo las
Hipo´tesis 1a y 2, y con aplicacio´n del Lema 1, el
controlador esta´tico (15) junto con el controlador
externo
ν = −K3 (m12z˙ + P η˜) , (16)
para cualquier matriz K2 > 0 constante diagonal
y de rango completo, como la deﬁnida en (13), y
la matriz diagonal K3 > 0, K3 ∈ R(n−1)×(n−1),
aseguran que
(i) el sistema es parcialmente linealizable
entrada-salida en el conjunto Ω empleando
la salida (13);
(ii) la funcio´n W (Z, η) ∈ R, deﬁnida positiva y
acotada inferiormente, dada por
W (Z, η˜) = E0(Z) + 12 η˜
P η˜, (17)
con E0 deﬁnido en (1) y P = P > 0 una
matriz constante, P ∈ R(n−1)×(n−1), es una
funcio´n de Lyapunov en el conjunto Ω.
(iii) el equilibrio (Z, η˜) = (O,O) de la dina´mica
en bucle cerrado es asinto´ticamente y local-
mente exponencialmente estable. Asimismo,
la dina´mica cero es exponencialmente estable
(sistema de fase mı´nima);
Adema´s, dado el subconjunto compacto Ωc deﬁ-
nido como
Ωc = {(Z, η˜) ∈ Ω× Rn| W (·) ≤ c}, (18)
con c una constante positiva, entonces la cuenca
de atraccio´n puede estimarse por el mayor Ωc.
Demostracion. La primera aﬁrmacio´n se de-
muestra directamente de las ecuaciones (7), (14) y
(15). Para demostrar la estabilidad asinto´tica del
origen, y as´ı la segunda y tercera aﬁrmacio´n, se
hara´ uso del Lema 1. En dicho lema, la funcio´n
(9) es deﬁnida positiva en Ω y, por lo tanto,
(17) tambie´n es deﬁnida positiva. As´ı, la derivada
con respecto al tiempo de (17) a lo largo de las
trayectorias del sistema resulta
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W˙ = −m12 K2 m12z˙2 + (m12z˙ + P η˜) ν, (19)
donde por el lema 1 E˙0 = 0. Si ν es el controlador
externo dado por (16), se obtiene que W˙ ≤ 0,
resultando que la derivada es so´lo semideﬁnida
negativa, y entonces se va a demostrar por La Salle
que el mayor conjunto invariante en el conjunto
{W˙ = 0} es el equilibrio deseado. As´ı, teniendo
en cuenta la observacio´n 1, el caso de estudio es la
dina´mica residual con z˙ = 0 y η˜ = O, y por tanto
ν = 0. Por deﬁnicio´n de η (13), junto con z˙ = 0,
se obtienen n− 1 restricciones dadas por
X˙ + K2
∫ z
0
m12(μ)dμ− ηref = O. (20)
Si se demuestra que la coordenada no actuada z
tiende a cero, es decir, que el origen de la dina´mica
cero es asinto´ticamente estable, entonces, por la
expresio´n anterior el vector X˙ tendera´ a ηref , lo
que equivale a que η˜ = O. Para ello, tras realizar
algunos ca´lculos se observa que la dina´mica cero
viene gobernada por la ecuacio´n (11) con ξ dada
en el Lema 1 por (10) y F1 por (4). Fijando,
a continuacio´n z˙ = 0, la ecuacio´n (11) queda
0 = 1 dVdz , puesto que el te´rmino e

1 Cq˙ bajo la
Hipo´tesis 1 tiene como factor comu´n z˙. Invocando
el lema 1, por construccio´n, Δˆ(z) > 0, ∀z ∈ Ω
y por la Hipo´tesis 2 dVdz = 0 so´lo en el equilibrio
z = 0, tomando otro valor no nulo en Ω \ {0},
con lo que el conjunto invariante ma´s grande en el
conjunto {W˙ = 0} es el equilibrio (Z, η˜) = (O,O),
y por lo tanto es asinto´ticamente estable.
El hecho de que el equilibrio sea tambie´n lo-
calmente exponencialmente estable se demuestra
directamente a trave´s de la linealizacio´n. As´ı, la
linealizacio´n de la dina´mica del bucle cerrado re-
sulta
[Z˙
˙˜η
]
=
⎡
⎣ 0 1 O−c1 −c2 −c3
O −c4 −C5
⎤
⎦
z=0
[Z
η˜
]
,
donde c1 = −d2V/dz2 Δˆ−1 y c2 = m12(K2 +
K3K2)m12Δˆ−1 son escalares, c3 = K3Pm12Δˆ−1 y
c4 = K3K2m12 vectores y C5 = K3P una matriz.
Teniendo en cuenta que Δˆ, K1, y P son positivos
y que K2, K3 son diagonales y positivas, es posible
veriﬁcar que todos los autovalores tienen parte
real negativa. Por simplicidad y sin pe´rdida de
generalidad se ﬁjara´ la matriz P como diagonal
y tambie´n C5 = c5In−1 donde c5 > 0 es una
constante. En este caso, el polinomio caracter´ısti-
co viene dado por
(λ+c5)
n−2(λ3+(c2+c5)λ2+(c1+c2c5−c3 c4)λ+c1c5) = 0.
Y aplicando el criterio de Routh-Hurwitz, han de
satisfacerse las siguientes condiciones
c1 + c2c5 − c3 c4 > 0, (21)
c2(c1 + c2c5 + c25)− (c5 + c2)(c3 c4) > 0.(22)
Por otro lado, sustituyendo la desigualdad (21) en
(22) resulta que
c2c5 − c3 c4 =
[
K3Pm12K2m12
]
z=0
> 0,
lo cual siempre se veriﬁca por deﬁnicio´n. Por
otro lado, como c1 > 0 la desigualdad (21) es
automa´ticamente satisfecha y, por lo tanto, la
matriz es Hurwitz, siendo el origen localmente ex-
ponencialmente estable. No´tese que el Jacobiano
de la dina´mica cero es tambie´n Hurwitz (c1 > 0 y
c2 > 0), por lo que el sistema es tambie´n de fase
mı´nima.
Finalmente, la cuenca de atraccio´n puede estimar-
se teniendo el cuenta que Ωc es el mayor conjunto
acotado de nivel de W y el Principio de La Salle.

Observacion 4. (Globalidad). Partiendo de la
proposicio´n 1 es fa´cil comprobar que el origen de
la dina´mica cero podr´ıa ser (cuasi) globalmente
asinto´ticamente estable si el conjunto Ω se ex-
tendiera a todo R, es decir, que Ω ≡ R, como
consecuencia de la Hipo´tesis 2. (Ve´ase ejemplo
5.3).
Observacion 5. (Robustez). Es importante re-
saltar que segu´n la proposicio´n 1, el origen de la
dina´mica cero es (localmente) exponencialmente
estable, lo que le conﬁere al sistema en bucle
cerrado cierta robustez frente a perturbaciones
externas (Khalil, 2001).
4.2 Caso con friccio´n D1 = 0.
En el apartado anterior se ha demostrado que la
ley de control (15) estabiliza la dina´mica cero para
una clase de sistemas para la que se veriﬁca la
Hipo´tesis 1a. En este apartado se demostrara´ que,
la misma ley de control (15)–(16) puede tambie´n
estabilizar la dina´mica cero para una clase ex-
tendida de sistemas. Del mismo modo, se demos-
trara´ que el controlador propuesto puede estabi-
lizar asinto´ticamente en el equilibrio, a sistemas
satisfaciendo la Hipo´tesis 1b.
Proposicion 2. Conside´rese el sistema meca´nico
subactuado dado por las ecuaciones (3), satisfa-
ciendo las Hipo´tesis 1b y 2, as´ı como el Lema 1.
Entonces, la ley de control dada por (15) junto
con el controlador externo (16), para cualquier
matriz constante K2 > 0 de rango pleno, deﬁnida
en (13), tal que m12K2m12 > d1, ∀z ∈ Ω con d1
la constante deﬁnida positiva en la Hipo´tesis 1b,
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Tabla 1. Para´metros f´ısicos de los sistemas
Energ´ıa Potencial Matriz de Inercia
Sistema gdl (n) V (z) (X) m11(z) m12(z) M22(q)
PPC 2 mgl cos(z) - ml2 ml cos(z) M + m
PDI 2 mgl cos(z) - J1 + J2 J2 J2
VTOL 3 mgl
tan(α)
cos(z) mgx2 J − mltan(α) [cos(z) sin(z)] mI
y siendo K3 > 0, K3 ∈ R(n−1)×(n−1) una matriz
diagonal, asegura las mismas tres aﬁrmaciones
establecidas en la proposicio´n 1.
Demostracion. La primera aﬁrmacio´n se de-
muestra directamente de (7), (14) y (15). Para
demostrar la estabilidad asinto´tica del origen (se-
gunda y tercera aﬁrmacio´n), del Lema 1 la funcio´n
(9) es deﬁnida positiva en Ω y por tanto (17)
tambie´n es deﬁnida positiva. La derivada respecto
del tiempo de (17) a lo largo de las trayectorias
del sistema se obtiene de (19), resultando
W˙ = −m12 K2 m12z˙2 + D1z˙ + (m12z˙ + P η˜) ν,
y por la Hipo´tesis 1b, ‖D1‖ ≤ d1‖z˙‖, resulta
W˙ ≤ −(m12 K2 m12 − d1)z˙2 + (m12z˙ + P η˜) ν,
y teniendo en cuenta que m12K2m12 > d1 enton-
ces W˙ ≤ 0. Siguiendo los mismos pasos que en
la demostracio´n de la proposicio´n 1, el equilibrio
(Z, η˜) = (O,O) es asinto´ticamente estable.
La tercera aﬁrmacio´n, referente a la estabilidad
exponencial del equilibrio, se demuestra analizan-
do el Jacobiano del sistema, igual que en la de-
mostracio´n de la proposicio´n 1, pero imponiendo
ahora que m12K2m12 > d1. Otra forma de de-
mostrar la aﬁrmacio´n es considerar al te´rmino de
friccio´n como una perturbacio´n no persistente que
se hace cero en el origen y con una restriccio´n
de crecimiento lineal z˙, tal que ‖D1‖ ≤ d1‖z˙‖.
De esta forma, cuando se aplica al sistema que,
en ausencia de perturbacio´n, es exponencialmente
estable, da lugar a que el equilibrio perturbado
es tambie´n localmente exponencialmente estable
(Khalil, 2001). 
5. EJEMPLOS DE APLICACIO´N
En este apartado la ley de control propuesta se ha
aplicado a tres sistemas: El pe´ndulo plano sobre
el carro (PPC), el pe´ndulo con disco de inercia
(PDI) y la aeronave de despegue vertical (VTOL),
esta u´ltima caracteriza´ndose por ser un sistema
multivariable (MIMO).
La tabla 1 presenta un resumen de los para´metros
f´ısicos ma´s relevantes de estos sistemas, en espe-
cial la matriz de inercia y la energ´ıa potencial de
los mismos. Se ha denotado con la letra m la masa
en kilogramos, con l la longitud en metros, con
g la constante de la gravedad en m/s2, con J el
momento de inercia en Kg·m2, con α un a´ngulo en
radianes y con I la matriz identidad de dimensio´n
dos.
Del mismo modo, en la tabla 2 se han resumido
para los tres ejemplos, las salidas η, las leyes
de control internas u y las externas ν, obtenidas
sustituyendo en las ecuaciones (13), (15) y (16),
respectivamente.
Finalmente, hay que resaltar el hecho de que nor-
malmente los controladores disen˜ados para siste-
mas subactuados se basan en modelos en los que
se han despreciado las fuerzas de friccio´n, inclu-
so las aplicadas en las coordenadas no actuadas.
Sin embargo, en (Go´mez-Estern et al, 2004) se
demostro´ que dicha friccio´n pod´ıa desestabilizar
a los sistemas subactuados. De este modo, en los
ejemplos propuestos en este apartado, se han teni-
do en cuenta los efectos de friccio´n, incluye´ndose
en los modelos dina´micos.
Por otro lado, en lo que se reﬁere al procedimien-
to de ajuste del controlador, hay que elegir tres
matrices de ponderacio´n: K1, para agrandar la
cuenca de atraccio´n para aquellos casos en los que
la ley de control no esta´ globalmente deﬁnida; K2,
para ponderar la asignacio´n de amortiguamiento
en la coordenada no actuada; y K3P , para pon-
derar el tiempo de respuesta de las coordenadas
actuadas. En los ejemplos, se denota por Z las
coordenadas de las que depende la dina´mica cero,
y con X a las restantes coordenadas f´ısicas de
intere´s, obtenie´ndose a trave´s de un difeomorﬁsmo
de las originales deﬁnidas en el presente trabajo.
5.1 Pe´ndulo plano sobre el carro (PPC).
En (Bloch et al, 2000) puede encontrarse un
modelo detallado de este sistema. En la tabla 1, m
y l son la masa y la longitud del pe´ndulo, mientras
que M es la masa del carro. Se ha denotado con
z el a´ngulo que forma el pe´ndulo con la vertical,
y con x el desplazamiento horizontal.
En este sistema, la ley de control interna u no
esta´ globalmente deﬁnida para todo valor de z.
As´ı, la regio´n Ω, que depende de la constante K1,
lleva a un ma´ximo valor teo´rico de z dado por
|z| ≤ arc cos((K1mrl/Jp)− 12 ) (Acosta y Lo´pez-
Mart´ınez, 2005). Esta regio´n es ajustable por me-
dio de K1, pudie´ndose estabilizar al sistema par-
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tiendo de cualquier estado inicial que se encuentre
por encima del plano horizontal del pe´ndulo. En
la ﬁgura 1 se muestra una simulacio´n.
5.2 Pe´ndulo con disco de Inercia (PDI).
La descripcio´n detallada de este sistema puede
encontrarse en (Spong et al, 2001), donde las
fuerzas de friccio´n no se tuvieron en cuenta. En
la tabla 1, m y l son la masa y la longitud del
pe´ndulo respectivamente, siendo J1 la inercia del
pe´ndulo y J2 la inercia del motor.
En este ejemplo, la solucio´n de la ley de control
s´ı esta´ globalmente deﬁnida. Sin embargo, la exis-
tencia de varios puntos de equilibrio no f´ısicamen-
te equivalentes, hacen del origen so´lo localmente
asinto´tica y exponencialmente estable. Eligiendo
K2 > k
∗
2 con k
∗
2 =
|x|max
2π < ∞ donde |x˙|max es el
ma´ximo valor pra´ctico de x˙, que siempre existe,
y por tanto tambie´n k∗2 . En la Fig. 1 se muestra
una simulacio´n del comportamiento del sistema
controlado.
5.3 Aeronave de despegue vertical (VTOL).
En (Martin et al, 1996) se puede encontrar una
descripcio´n detallada del VTOL. En la tabla 1, m
representa la masa de la aeronave, l la distancia
entre el centro de gravedad y el extremo del ala,
J el momento de inercia respecto del eje que
pasa por el centro de gravedad y α el a´ngulo de
deﬂexio´n del ala.
En este caso, por reducir los desarrollos, se han
deﬁnido las siguientes constantes en la tabla 2:
kˆi =Ki
ml
tanα
i=1,2,3
Pˆ = P
tanα
ml
ε= J
tanα
ml
La coordenada no actuada es z, que representa
el a´ngulo de alabeo, x1 es el desplazamiento ho-
rizontal y x2 el vertical. Se puede observar que
en este ejemplo la ley de control esta´ globalmente
deﬁnida, y que todos los equilibrios existentes son
f´ısicamente equivalentes, por lo que la ley estabi-
liza cuasi-global y asinto´ticamente el sistema en
el equilibrio deseado (ve´ase Observacio´n 4). En
la Fig. 1 se muestra una simulacio´n en la que se
observa como todos los estados tienden asinto´ti-
camente al equilibrio.
6. CONCLUSIONES
En este art´ıculo se presenta una ley de control
obtenida de forma constructiva para una clase
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Figura 1. Simulaciones en regulacio´n.
de sistemas meca´nicos subactuados inestables con
friccio´n y grado de subactuacio´n uno. La me-
todolog´ıa esta´ basada en te´cnicas cla´sicas como
la linealizacio´n por realimentacio´n entrada-salida,
as´ı como el redisen˜o por Lyapunov. El controlador
esta´ basado en la obtencio´n de una salida ﬁcticia
redisen˜ada de forma constructiva. La ley de con-
trol obtenida para esta clase de sistemas ha sido
satisfactoriamente aplicada a tres sistemas t´ıpica-
mente empleados para testar leyes de control: el
pe´ndulo plano sobre el carro, el pe´ndulo con disco
de inercia y la aeronave de despegue vertical.
Actualmente se esta´ investigando la forma de
extender este trabajo a sistemas multivariables
con grado de subactuacio´n mayor que uno.
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Tabla 2. Sistemas en bucle cerrado.
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